Matematikai Jegyzet

A BERNOULLI-EGYENLOTLENSEG EGYSZERU BIZONYITASA

Motto: A matematikdban azonban a szépség elvalaszthatatlan
a célszertiségtdl, altaldban nem neveziink szépnek

egy olyan bizonyitést, amely a célt nem a

legrovidebb, legcélravezetdbb tton éri el.

N. G. Csebotarjev

Varga Janos mérnoktanar, Székesfehérvar

A Bernoulli-egyenl6tlenséget Jacob Bernoulli svajci matematikus allitotta fel. Ez az
egyenl6tlenség a matematika egyik legfontosabb tétele, szamos Gsszefliggés bizonyitasaban
szerepel segédtételként. Az egyenldtlenség az alabbi alaku:

(1+x)" > 1+nx (1)
ahol 1+x > 0, azaz x > -1 valés szam, és n tetszoleges pozitiv egész szam (n € N*)
Egyenldséget akkor kapunk, ha n=1 és/vagy x=0.

Egy egyszerii bizonyitas

A bizonyités eldnye, hogy nem igényel komoly matematikai ismereteket, elegend6 csupéan a
mértani sorozat dsszegképletének ismerete, ami viszont kozépszintii érettségin is Kovetelmény.
Vegylik az a;=1, a,=1, az=1, ... a,=1 n elemi sorozatot.

Ezt tekinthetjiik olyan szamtani sorozatnak, melynél a kiilonbség d =0, vagy olyan mértani
sorozatnak is, amelynél a hanyados q =1. A sorozat elsé n elemének 6sszege mindkét esetben n. Ha
azonban a mértani sorozatnak tekintett fenti sorozat esetén a hanyados értékét X > 0 értékkel
megnoveljiik, akkor g = 1+x > 1 lesz. A mértani sorozat mindegyik eleme, igy a sorozat 6sszege is
novekedni fog, tehat a mértani sorozat elsd n tagjanak 6sszegére vonatkozod képlet alapjan

% > n, amelybdl rendezés utan éppen a Bernoulli-egyenl6tlenség adodik.

Ha -1<x<0, akkor 0 < g=1+x < 1, vagyis a mértani sorozat csokkend, igy a fentiekkel
(1+x)"-1
(1+x)-1

megegyez6 gondolatmenet alapjan irhatjuk, hogy < n, amelybdl rendezés utan ismét az (1)

egyenldtlenség adodik.
A Bernoulli-egyenlétlenséget ezzel minden megengedett x-re bebizonyitottuk.

Utoszo

A székesfehérvari Teleki Blanka Gimnézium matematika szakkore apolja Lazar Dezsd, a
holokauszt aldozataként fiatalon elhunyt tehetséges matematikus emlékét. Az 1994. aprilis 18-i
emlékiinnepség meghivott el6addja, és egyben a Lazar-dij atadéja ERDOS PAL vilaghirt
matematikus volt. Az el6adas utani kotetlen beszélgetés kapcsdn mutattam meg Erddsnek ezt a
rendkiviil rovid és egyszerli bizonyitast, mire 6 csak ennyit valaszolt: Otletes, a konyvbe valé. En
akkor arra gondoltam, hogy a tankényvekben valé megjelenésére céloz. Nemrég tudtam meg, hogy
Erdés Pal szerint "Istennek van egy Konyve, amelyben minden tétel és a legjobb bizonyitdsok benne
vannak. Ha nem is hiszel Istenben, a Kényvben hinned kell! Talan az Isten maga a Kényv. -
hirdette. Egy matematikus csak akkor lehet nyugodt, ha egy problémdnak nem csak egy
bizonyitasat, hanem a Kényvbol szarmazo bizonyitasat taldalja meg.”

Ezek utan dontottem gy, hogy publikalom ezt a bizonyitast.

Erdés maga is sokat foglalkozott a KONY Vbe val6 bizonyitisok keresésével, még akkor is,

ha masok a problémat esetleg mar rég megoldottak, csak kevésbé szépen.
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